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1 Модели регрессии, нелинейные по факторным переменным
На практике при исследовании взаимосвязей между социально-экономическими явлениями и процессами встречаются не только линейные, но и нелинейные регрессионные зависимости между результативной и факторными переменными. Нелинейные модели регрессии делятся на модели, нелинейные по факторным переменным, и модели, нелинейные по оцениваемым коэффициентам.

Модели регрессии, нелинейные по факторным переменным, являются линейными по оцениваемым коэффициентам регрессии, т. е. результативная переменная 
[image: image1.wmf]y

 линейно связана с оцениваемыми коэффициентами 
[image: image2.wmf]1
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, 
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, …, 
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 модели регрессии.

К моделям регрессии, нелинейным по факторным переменным, относятся полиномиальные функции выше второго порядка и гиперболическая функция.
Полиномиальная функция 
[image: image5.wmf]n

-го порядка модель парной регрессии, нелинейная по факторной переменной, описывается зависимостью вида:
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где 
[image: image7.wmf]y

 – результативный признак, 
[image: image8.wmf]x

 – факторный признак; 
[image: image9.wmf]0
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, 
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, …, 
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 – коэффициенты уравнения регрессии, 
[image: image12.wmf]x

 – случайные возмущения.

Уравнения для отдельных наблюдений зависимой переменной 
[image: image13.wmf]y

 в моменты 
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, записываются в виде
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где 
[image: image17.wmf]t
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 – значения зависимой переменной, 
[image: image18.wmf]t
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 – значения независимой переменной, 
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, 
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 – параметры уравнения регрессии, подлежащие оценке; 
[image: image22.wmf]t

x

 – случайные ошибки множественного уравнения регрессии.

Специфическая особенность полиномиальных функций – отсутствие явной зависимости приростов факторных переменных от значений результативной переменной 
[image: image23.wmf]y

.
С помощью полиномиальных функций исследуются процессы с монотонным развитием и отсутствием пределов роста. Большинство экономических показателей отвечает данному условию.
Наиболее часто из полиномиальных функций используется полином второго порядка, или параболическая функция:
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при моделировании 

– зависимости средних издержек 
[image: image25.wmf]y

 от объема выпуска 
[image: image26.wmf]x

;

– зависимости прибыли фирмы 
[image: image27.wmf]y

 от расходов на рекламу 
[image: image28.wmf]x

.

Полиномом 3-ей степени описывается зависимость общих издержек 
[image: image29.wmf]y

 от объема выпуска 
[image: image30.wmf]x

:
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На практике полиномиальные функции более четвертого порядка не используются при изучении социально-экономических связей между переменными, потому что полиномиальные функции высоких порядков имеют больше изгибов, и отразить реальную зависимость результативной переменной от факторных переменных практически не способны.

Замечание. Аналогично определяются нелинейные полиномиальные модели множественной регрессии. 

Гиперболическая функция модель регрессии, нелинейная по факторным переменным, описывается зависимостью вида:
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Гиперболическая функция используется при изучении зависимости затрат на единицу продукции 
[image: image33.wmf]y

от объема производства 
[image: image34.wmf]x

, спроса 
[image: image35.wmf]y

 от цен или дохода 
[image: image36.wmf]x

.
Модели регрессии, нелинейные по факторным переменным, характеризуются тем, что в результате преобразований могут быть приведены к линейной модели регрессии. Такое преобразование позволяет применять к преобразованной линейной модели регрессии традиционные методы определения неизвестных коэффициентов регрессии (например, классический метод наименьших квадратов), а также методы проверки различных гипотез.

В частности, для модели 
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 используется замена 
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, в результате которой получается двухфакторная линейная модель
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2 Модели регрессии, нелинейные по оцениваемым коэффициентам
В моделях регрессии, нелинейных по оцениваемым коэффициентам, результативная переменная 
[image: image41.wmf]y

 нелинейно связана с коэффициентами регрессии 
[image: image42.wmf]0
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Моделями регрессии, нелинейными по оцениваемым коэффициентам, являются:
1) степенная функция 
[image: image45.wmf]1
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2) показательная функция (простая экспоненциальная) 
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3) логарифмическая парабола 
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4) экспоненциальная функция 
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5) кривая Гомперца 
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6) логистическая функция (кривая Перла-Рида) 
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Степенные функции очень часто используются в эконометрических исследованиях. Степенными функциями являются кривые Энгеля, кривые спроса и предложения, производственные функции.

Показательная, логарифмическая и экспоненциальная функции называются кривыми насыщения. Они используются для описания процессов, которые имеют предел роста в изучаемом периоде, например в демографии.

Кривая Гомперца и кривая Перла–Рида относятся к S-образным кривым. Это кривые насыщения, которые имеют точку перегиба. Они используются в демографии, в страховании, при решении задач о спросе на новый товар.

Модели регрессии, нелинейные по оцениваемым коэффициентам, делятся на модели регрессии, подлежащие линеаризации, и модели регрессии, которые нельзя свести к линейному виду.

Примеры моделей регрессии, подлежащих линеаризации:
1) 
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 – показательная функция, в которой случайная ошибка 
[image: image52.wmf]t
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, мультипликативно связана с факторной переменной 
[image: image53.wmf]t
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2) 
[image: image54.wmf]1
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 – степенная функция, в которой случайная ошибка 
[image: image55.wmf]t
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 мультипликативно связана с факторной переменной 
[image: image56.wmf]t
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Примеры моделей регрессии, которые нельзя свести к линейному виду:
1) 
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 – показательная функция, в которой случайная ошибка 
[image: image58.wmf]t
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, аддитивно связана с факторной переменной 
[image: image59.wmf]t
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2) 
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 – степенная функция, в которой случайная ошибка 
[image: image61.wmf]t
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 аддитивно связана с факторной переменной 
[image: image62.wmf]t
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3 Модели регрессии с точками разрыва
Модели регрессии с точками разрыва относятся к моделям регрессии, которые нельзя свести к линейному виду. Модели регрессии с точками разрыва делятся на кусочно-линейные модели регрессии и собственно модели регрессии с точками разрыва.
Кусочно-линейная регрессия применяется в том случае, если зависимость между результативной переменной и факторными переменными неодинакова в различных областях значений факторных переменных. В качестве примера кусочно-линейной регрессии можно привести модель регрессии себестоимости единицы какого-либо продукта от объема произведенной продукции за месяц. Зависимость между данными показателями является линейной: с увеличением объема производства себестоимость единицы товара снижается. 

Однако, возможны случаи, когда результативная переменная себестоимости изменяется резко или скачкообразно (например, если в производстве используются устаревшие модели станков). В этом случае при увеличении объема производства себестоимость может также возрастать.

Пример. Предположим, что устаревшие модели станков используются в производстве до того момента, когда объем производства достигнет определенного заранее заданного значения (например, 450 единиц продукции). Данная зависимость описывается кусочно-линейной моделью регрессии вида:
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где 
[image: image64.wmf]y

 – себестоимость единицы продукции; 
[image: image65.wmf]x

 – объем произведенной за месяц продукции; (
[image: image66.wmf]x



 EMBED Equation.3  [image: image67.wmf]£

 450) и (
[image: image68.wmf]x

 > 450) – логические выражения, равные единице, если они истинны, или нулю, если они ложны. 

Результативная переменная себестоимости единицы продукции 
[image: image69.wmf]y

 зависит от общего свободного члена 
[image: image70.wmf]0
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 и углового коэффициента, равного 
[image: image71.wmf]1
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, (если выражение (
[image: image72.wmf]x



 EMBED Equation.3  [image: image73.wmf]£

 450) истинно, т. е. равно единице) или 
[image: image74.wmf]2
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 (если выражение (х > 450) истинно, т. е. равно единице). Значение объема производства, равное 450 единицам продукции, является точкой разрыва для данной кусочно-линейной модели регрессии.

Если точка разрыва модели регрессии неизвестна, то необходимо оценить значение данной точки. Для этого в модель регрессии вводится дополнительный коэффициент 
[image: image75.wmf]3
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 вместо логических выражений:
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Данную модель регрессии можно преобразовать в собственно модели регрессии с точками разрыва, которая характеризуется скачкообразными изменениями результативной переменной в некоторых точках кривой регрессии. 
Например, с началом использования устаревших моделей станков, машин в производстве себестоимость единицы продукции резко подскочила, а затем продолжила медленно снижаться при условии увеличения объемов производства данной продукции. Данная зависимость описывается собственно моделью регрессии с точками разрыва вида:
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4 Проверка качества построенной нелинейной модели регрессии

4.1 Показатели корреляции и детерминации для нелинейных моделей регрессии
Показатели корреляции и детерминации характеризуют качество построенной модели регрессии. Для нелинейных моделей регрессии показатель корреляции называется индексом корреляции для нелинейных форм связи. 
Пусть 
[image: image78.wmf]t
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 – модельные значения результативной переменной, рассчитанные по построенной модели регрессии. И пусть 
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 – общая сумма квадратов отклонений результативной переменой 
[image: image80.wmf]y

 от ее среднего выборочного значения 
[image: image81.wmf]y

;
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 – сумма квадратов отклонений, обусловленная факторами; 


[image: image83.wmf](

)

2

1

n

tt

t

ESSyy

=

=-

å

%

 – сумма квадратов отклонений, обусловленная случайными ошибками.

Индекс корреляции рассчитывается через теорему о разложении дисперсий по формуле:
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Индекс корреляции для нелинейных форм связи изменяется в пределах [0; +1]. Чем ближе его значение к единице, тем сильнее взаимосвязь между изучаемыми переменными. 
Гипотеза о значимости индекса корреляции проверяется с помощью F-критерий Фишера аналогично проверке гипотезы о значимости множественного коэффициента корреляции для линейной модели регрессии.

Индекс детерминации для нелинейной модели регрессии равен квадрату индекса корреляции для нелинейных форм связи:


[image: image85.wmf]2

RSS

R

TSS

=

.
Чем больше значение индекса детерминации, тем лучше модель регрессии описывает анализируемую взаимосвязь между переменными.

Показатель средней ошибки аппроксимации рассчитывается по формуле:
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Максимально допустимым значением данного показателя считается 12-15%. Если средняя ошибка аппроксимации составляет менее 6-7%, то качество модели считается хорошим.
4.2 Проверка гипотезы о значимости нелинейной модели регрессии
Проверка гипотезы о значимости нелинейной модели регрессии состоит в проверке гипотезы о значимости множественного индекса детерминации.

Основной гипотезой, выдвигаемой при проверке значимости нелинейной модели регрессии, является гипотеза 
[image: image87.wmf]0
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 о ее незначимости: 
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при альтернативной гипотезе:
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 EMBED Equation.3 [image: image92.wmf]¹
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При проверке нулевой гипотезы используется 
[image: image93.wmf]F

-статистика 
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имеющая распределение Фишера с 
[image: image95.wmf]1
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 степенями свободы. Здесь n – объем выборки; 
[image: image97.wmf]p

 – число оцениваемых по выборочной совокупности коэффициентов модели.
По выборочным данным вычисляется наблюдаемое значение статистики 
[image: image98.wmf]набл
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. Для заданного уровня значимости 
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 по таблице критических точек Фишера определяется 
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. Если 
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[image: image102.wmf]>
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, то нулевая гипотеза о незначимости индекса детерминации отклоняется, и нелинейная модель регрессии признается значимой.

5 Тесты выбора модели регрессии
5.1 Сравнение коэффициентов множественной детерминации 
[image: image104.wmf]2
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 и индекса детерминации 
[image: image105.wmf]2
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Если есть возможность выбора между линейной и нелинейной моделями регрессии, то предпочтение всегда отдается более простой линейной форме. 

Проверить предположение о вероятной линейной зависимости между изучаемыми признаки можно с помощью коэффициента множественной детерминации 
[image: image106.wmf]2
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 линейной модели , и индекса детерминации 
[image: image107.wmf]2
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 нелинейной модели.
Выдвигается нулевая гипотеза 

[image: image108.wmf]0
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: между исследуемыми переменными возможна линейная зависимость
при альтернативной
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: между исследуемыми переменными нет линейной зависимости.
Проверка гипотезы осуществляется с помощью t-статистики 
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которая имеет распределение Стьюдента с 
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 степенями свободы.

Здесь 
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 – величина ошибки разности 
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По выборочным данным вычисляется наблюдаемое значение статистики 
[image: image114.wmf]набл

t

. Для заданного уровня значимости 
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 по таблице критических точек Стьюдента определяется 
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. Если 
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[image: image119.wmf]кр

t

, то нулевая гипотеза отклоняется, и между исследуемыми переменными существует нелинейная взаимосвязь. Если 
[image: image120.wmf]набл

t

<
[image: image121.wmf]кр

t

, то основная гипотеза принимается, и между исследуемыми переменными существует линейная взаимосвязь.

5.2 Тест Бокса–Кокса

Регрессионные модели, имеющие различную функциональную форму, не подлежат сравнению по стандартным критериям (например, сравнениям по множественному коэффициенту корреляции), позволяющим выбрать наиболее подходящее уравнение. 

Тест Бокса-Кокса – это один из методов выбора между линейной и нелинейной моделями регрессии.

Предположим, что поставлена задача выбора между линейной и логарифмической моделями регрессии. Тест Бокса-Кокса основывается на утверждении о том, что функции (
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) и 
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 являются частными случаями функции вида:
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Если параметр 
[image: image125.wmf]l

 = 1, то функция равна F = 
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. 
Если параметр 
[image: image127.wmf]l

 → 0, то функция равна F= log у.

Расчет оптимального значения параметра 
[image: image128.wmf]l

 осуществляется с помощью поиска на решетке (или на сетке) значений. При этом проводятся серии вычислений с множеством значений параметра 
[image: image129.wmf]l

. Результатом поиска на решетке значений будет значение параметра 
[image: image130.wmf]l

, минимизирующее величину суммы квадратов отклонений.

5.3 Тест П. Зарембеки
П. Зарембеки разработал тест для выбора между линейной и логарифмической моделями регрессии. Суть данного метода заключается в том, что к результативной переменной применяется процедура масштабирования, которая позволяет сравнивать величины сумм квадратов отклонений линейной и логарифмической регрессий.

Тест Зарембеки осуществляется в несколько этапов.
1 Рассчитывается среднее геометрическое выборочных значение результативной переменной 
[image: image131.wmf]y

:


[image: image132.wmf]12

...

n

n

yyyy

=

.
2 Все наблюдения результативной переменной 
[image: image133.wmf]y

 масштабируются по формуле:
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где 
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 – масштабированное значение результативной переменной 
[image: image136.wmf]y

 для 
[image: image137.wmf]t

-го наблюдения, 
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3 Оцениваются линейная модель регрессии с использованием масштабированных значений результативной переменной
[image: image139.wmf]t

y

%

 вместо 
[image: image140.wmf]y

 и логарифмическая модель регрессии с использованием масштабированных значений результативной переменной 
[image: image141.wmf]t
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 вместо log у. При этом все факторные переменные и коэффициенты регрессии остаются неизменными.

4 После масштабирования результативной переменной значения сумм квадратов отклонений для линейной и логарифмической моделей регрессии являются величинами сопоставимыми. Выбирается та модель регрессии, для которой сумма квадратов отклонений окажется наименьшей.

6 Коэффициенты эластичности
Коэффициент эластичности для нелинейных моделей регрессии характеризует, на сколько процентов ориентировочно изменится результативная переменная 
[image: image142.wmf]y

 при изменении величины факторной переменной 
[image: image143.wmf]x

 на 1 %.

В общем случае коэффициент эластичности рассчитывается по формуле:
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где 
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 – первая производная результативной переменной 
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 по факторной переменной 
[image: image147.wmf]x

.

Средний коэффициент эластичности характеризует процентное изменение результативной переменной 
[image: image148.wmf]y

 относительно своего среднего значения 
[image: image149.wmf]y

 при изменении факторной переменной 
[image: image150.wmf]x

 на 1 % относительного своего среднего значения 
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.

В общем случае средний коэффициент эластичности рассчитывается по формуле:
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где 
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 – значение результативной переменной 
[image: image154.wmf]y

 при среднем значении факторной переменной 
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